14

Guia 2

PRELIMINARES Y NOTACION

. Sean X e Y dos conjuntos. Una aplicacion (o funcion) f: X —Y de X en Y,

es una relacion entre X e Y que a cada elemento z € X le asigna un tnico
elemento del conjunto Y que se denota mediante f(x).

. Con idy : X — X se denota la aplicacién identidad de X:

idy(z) = z cualquiera sea x € X.

. Sea f: X — Y una aplicaciéon de X en Y.

Dados z € X ey € Y, si f(x) =y se dice que y es la imagen de x por
f v que x es imagen inversa de y. El conjunto de todas las imédgenes
inversas de y por f, se denomina la preimagen de y en X y se designa

con f1(y)
Tl y) ={zeX: f(z)=y}.

Se dice que f es inyectiva si f(x1) = f(x2) implica que x; = x5 cua-
lesquiera sean x1,z2 € X, 0 equivalentemente si f(x1) # f(x2) cada vez
que x1 # x3. Notar que f es inyectiva si, y sélo si para cualquier y € Y,
la ecuacién f(z) = y admite como méximo una solucién en X.

Se dice que f es sobreyectiva si para todo y € Y existe z € X tal que
f(x) = y. Notar que f es sobreyectiva si, y s6lo si para cualquier y € Y,
la ecuacién f(x) = y admite como minimo una solucién en X.

Se dice que f es biyectiva si f es inyectiva y sobreyectiva. Notar que f es
biyectiva si, y sélo si para cualquier y € Y, la ecuacién f(x) = y admite
exactamente una solucion en X.

Si X C X, el conjunto de todas las imédgenes de elementos de X por f
se designa por f(X)

fX)={f(x):xe X} ={yeY: existe v € X tal que f(x) =y}

y se denomina el conjunto imagen de X por f.

La imagen de f es el conjunto f(X). Notar que f es sobreyectiva si, y
sélo si f(X) =Y.

SiY CY, el conjunto de todos aquellos elementos de X cuyas imagenes
pertenecen a Y se designa con f~(Y)

fFAY):={zeX: f(z) €Y}

y se denomina la preimagen de Y en X.

. Sean X,Y,Z conjuntos. Sean f : X — Yy g:Y — Z dos aplicaciones. La

composicion de g con f es la aplicacion

gof:X—2%Z

definida por (g o f)(z) := g(f(x)) para todo = € X.

. Los simbolos V y W estan reservados para designar K-espacios vectoriales.
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6. Sea V un R espacio vectorial y sea V = {v; : ¢ € I,,} C V un conjunto de
n puntos de V. Se dice que v € V es una combinacion lineal convexa de

elementos de V si
n
v= Zpﬂh’
i=1

para algunos pi,ps,...p, € RT tales que > 1, p; = 1.

Vo,

e T4

Combinaciones lineales convexas de {v1, v2}. Los puntos de la for-
ma v = p1vy + pav2, con p1 > 0, po > 0y p1 + p2 = 1 constituyen
los puntos del segmento de recta que unen a los puntos v1 y ve. En
el ejemplo, p1 = py = %
7. El conjunto C(V) de todas las combinaciones lineales convexas de elementos
de V

cv) = {me tp1,p2, o ERT Y Y p = 1}
i=1 i=1

se llama la cdpsula convexa del conjunto V.

N2

Vg e a\//]

Forma de la cdpsula convexa C(V) de un conjunto de puntos V
contenidos en un plano: se trata de la regién encerrada por un
poligono cuyos vértices son algunos de los puntos de V.

8. El conjunto de todas las transformaciones lineales de V en W se denota por
L(V,W). Cuando W =V, escribimos £(V) en lugar de L(V,V).
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11.

12.
13.

14.

15.

16.
17.
18.
19.
20.

21.

22.

23.

Con 0 : V — W denotamos la transformacion lineal nula de V en W.

. Con Iy : V — V denotamos la transformacion lineal identidad de V. Cuando

el contexto sea inequivoco escribiremos I en lugar de Iy.
Sea T € L(V,W) se dice que
= T es un monomorfismo cuando T es inyectiva,
= T es un epiformismo cuando T es sobreyectiva,
= T es un isomorfismo cuando T es biyectiva.
V y W se dicen isomorfos cuando existe un isomorfismo de V en W.
Sea T € L(V,W).
= La preimagen de Ow en V se llama el nicleo de T y se denota por Nu(7)

Nu(T) :={veV:T(v) =0w}.
= La imagen de T se denota por Im(T)
Im(T) :={T(v) : v € V}.

Sea T € L(V). Los stmbolos T* con k € Ny se utilizan para denotar las
transformaciones lineales definidas por: 70 := I, T' := T, T? := T o T,
T3 :=T oT?, etcétera.

Cuando las letras del abecedario no son suficientes se recurre a las letras
griegas. He aqui la equivalencia con el abecedario de las letras griegas que
usamos a lo largo de esta guia.

’ Figura \ Nombre \ Equivalencia \ Figura \ Nombre \ Equivalencia ‘

A« Alfa A ImTr Pi P

B g Beta B Yo Sigma | S

A5 |Delta |D  § | Phi Ph (1)
O 0 Theta Th (t) Qw Omega | O larga
A X Lambda | L

La expresién ¢ es una funcional lineal de V significa que ¢ € L(V,K).
Dado k € N, [0 : k] denota el conjunto {0,1,...,k} C No.

En todo lo que sigue K es R o C.

Dado v € K", v* es el traspuesto conjugado del vector v. Esto es, v* = vT.
Observar que cuando K = R, v* = v7T.

Dada A € K™*" A* € K"*™ es la matriz traspuesta conjugada de A. Esto
es, A* = AT. Observar que cuando K = R, A* = A7,

Dados i € I,, y j € I,,, la matriz de K"™*"™ con 1 en la entrada ij y ceros

en cualquier otra entrada, F;; := [0pi0q;lper,. se llama la matriz ij de la
q€l,
base candnica de K™*™. Por ejemplo, las matrices E;; de la base canoénica

de K2%2 son

1 0 0 1 0 0 0 0
Euz[o 0}7E12=[0 0},E21=[1 0]7E22={0 1]-

El conjunto {E;; :i € 1,j €} C K™ se llama la base canénica de
Kmxn.

Dada A € K™, su traza es el ntumero tr(A) := >_"" | A;; que se obtiene de
sumar todos los elementos de la diagonal principal de A.



24.

25.

26.

27.
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El conjunto {z7 : j € [0: n]} C K,[z] se llama la base canénica de K, [z], y
el conjunto {27 : j € Ng} C K[z] se llama la base canénica de K[z].
El simbolo C*°(R,K) se utiliza para designar al conjunto de las funciones
infinitamente derivables de R en K.
La letra D esta reservada para designar el operador de derivacién D :
C>*(R,K) —» C*°(R,K) definido por
dy

Dly] := e
Principio de induccién. Sea P(k) una funcién proposicional con k € N. Si
(1) La primera proposicién P(1) es verdadera; y

(H.I.) para cada k € N, bajo la hipétesis de la validez de P(k) puede deducirse

28.

la validez de la proposicién P(k + 1),
entonces, P(k) es verdadera para todo k € N.!
Toda L € L(C*(R,K)) que tenga la forma

L=D"+a, D" '+ +a1D+apl,

con ag,ai,.--,a,—1 € K se denomina operador diferencial lineal de orden
n con coeficientes constantes. El polinomio p € K,[x] que se obtiene de L
intercambiando papeles entre D y x

n
pa) ="+ 3 an o,
k=1

se denomina el polinomio caracteristico del operador L. Se puede demostrar
que: si p se factoriza en la forma

T
ki
p(z) = [T @=2)",
i=1
donde A1,..., A, € Cy ki,...,k. € N son tales que Z:=1 k; = n, entonces
L se factoriza de manera andloga

L= ﬁ(D —nDF
=1

La prueba esta basada sobre el principio de induccién y en la propiedad
conmutativa de los operadores diferenciales de la forma D — A\, A € C, con
respecto a la composicién.?

IEste principio debera ponerse en practica en el Ejercicio 2.27.
2Este hecho serd utilizado desde el Ejercicio 2.30 hasta el Ejercicio 2.34.
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EJERCICIOS

2.1 Verificar que las siguientes aplicaciones son transformaciones lineales.
(a) T : R?* — R definida por T} ([3:1 To JZg}T) = —3x9 + 273.
(b) Ty : R? — R? definida por T ([ml To .133} T) = [—3962 +2x3 3wy — xg]T

(c) T3 : R? — R? definida por

T3 ([(El xTo (Eg} T) = [—31’2 + 21’3 3.’E1 — I3 —2.’E1 + fEQ]T

2.2 Usando que toda transformacion lineal T : K™ — K" verifica que

T(arv1 + -+ arvr) = a1 T(v1) + - - + apT(vg)

para cualquier cantidad k de vectores vy,...,v € K™ y escalares ay,...,ar € K,
comprobar que
T T
T([ml mn] ) = [T(el) T(en)] [acl mn] .

Concluir que todas las transformaciones lineales de K™ en K™ son de la forma
T(x) = Arz, donde Ap € K™*" es la matriz definida por

Ap:=[T(e1) --- T(en)].

@:gcudles son las matrices Ar,, Ar,, Ar, de las transformaciones lineales
T1,T, T3 definidas en el Ejercicio 2.17

2.3 W [ver Ejercicio 1.32] Sea T : R> — R® la transformacién lineal definida por

—x1 4+ T2 + 23 — 224 + T5
—x1 + 3x3 — 44 + 275
T ([xl To T3 T4 :L'5]T) = —x1 + 3x3 — by + 325
—x1 —+ 3LE3 — 61’4 —+ 41’5
—x1 + 3x3 — 624 + 425

(a) Hallar una base del nicleo de T.

(b) Hallar una base de la imagen de T'.

(c) Comprobar que el vector b = [1 2 2 2 2]T pertenece a la imagen de T' y

resolver la ecuacién T'(z) = b.

2.4 Sea T : R3[z] — R3 la aplicacién definida por

T(p) = [p(0) p(1) p(2)]".
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(a) Explicar por qué T es una transformacion lineal.
(b) Hallar una base del nicleo de T.

(c) Mostrar que para cada j € I3, la ecuacién T'(p) = e; admite solucién y hallar
todas las soluciones de la misma.

(d) Resolver la ecuacién T'(p) = [3 6 36]T.

2.5 @ Sea T : R3[z] — Rs[z] la aplicacién definida por
T(p)=p+(1—a)p.

(a) Explicar por qué T estd bien definida y es una transformacion lineal.

(b) Hallar una base del nicleo de T.

(c) Hallar una base de la imagen de T'.

(d) Comprobar que el polinomio ¢ = 1+ z + 22 — 23 pertenece a la imagen de Ty
resolver la ecuacion T'(p) = q.

2.6 Sea T : R? — R? la transformacién lineal definida por
T ([331 To :1:3]T) = [bl‘g, —To X1 —ax3 QT — bxl}T,
donde a,b € R son tales que

tm(7) =gen {[0 1 —1]",[-1 0 1]7}

Comprobar que y = [2 2 —4}T € Im(T) y resolver la ecuacién T'(x) = y.

2.7 Sean V y W dos R-espacios vectoriales, T : V — W una transformacién lineal,
yV={v;: i €1,} CV un conjunto de n puntos de V. Comprobar que la imagen
de la capsula convexa de V por T es la capsula convexa de la imagen de V por T.
En simbolos, T(C(V)) = C(T(V)).

@': leer los puntos 6. y 7. de preliminares y notacion.

2.8 Sea T : R? — R? la transformacién lineal definida por T'(x) := Az, donde
2 1
=)
y sean e, es los vectores de la base candnica R?: e; = [1 O]T, ey = [O 1]T.

Hallar y graficar la imagen por T del conjunto R C R? definido por

(a) R ={e1,ea,e1 + e2}.
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(b) R es el segmento de recta que une a los puntos ey y eq, es decir, R = C({ey, ea}).
(c) R es el tridngulo de vértices 0, ey, ea, es decir, R = C({0, e1,e2}).

(d) R es el cuadrado de vértices 0, e1, €2, €1 +e2, es decir, R = C({0, e1, e2,e1+e2}).
(e) R es el paralelogramo de vértices 0,e1 + ea,e1 — e, 2e1, es decir,

R = C({O, e1 + eg,e1 — €2, 261}).

2.9 @ Hallar todos los a € R para los cuales existe una transformacion lineal
T :R3 — R3 tal que

(1 1))=0 o 4",
(o —y7)=[ o 1"
T([q ~1 o}T)z[l 2 3",
r(t -1 —)7) = 1 @

2.10 Sea B la base de R3 definida por
B={[t 1 o 1 -1 0o [0 0 17}

y sea T : R® — R? una transformacién lineal que actia sobre la base B de la
siguiente manera

(a) Hallar una base del nicleo de Ty describirlo geométricamente.

(b) Hallar una base de la imagen de T y describirla geométricamente.

(c) Hallar T’ ([xl To mg] T) y usar ese resultado para calcular T' ([2 3 BJT).

2.11 Sea B la base de R? definida por

se{ 0 oD 1 7D 1 ),
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y sea T : R? — Ry[x] una transformacién lineal que actiia sobre la base B de la
siguiente manera

Comprobar que el polinomio p = 242z +3x2 pertenece a la imagen de T y determinar

T (p) :== T~ '({p}).

2.12 Sea B la base de R? definida por
B={2 2 U" [-2 1 2J",1 -2 9"},

y sea T : R® — R3 una transformacién lineal que actia sobre la base B de la
siguiente manera

r(2 2 )= -1 ",

(-2 1 2")=[-1 2 -1,

([ -2 ") =[-1 -1 2.

(a) Hallar la imagen por T del subespacio gen { [1 0 1]T , [1 1 5]T}.

(b) Hallar la preimagen por T' del subespacio {y ER?:yy —y3 =0,y1 + 1o +y3 = 0}.

2.13 %" Sea T € L(V,W) con Vy W de dimensién finita. Sea [T]$ la matriz de T
con respecto a las bases B de V y C de W. Verificar las siguientes afirmaciones.

(a) T es monomorfismo si, y sélo si, nul ([T]§) = {0}.
(b) T es epimorfismo si, y sélo si, col ([T]%) = Kdim(W),

(c) T es isomorfismo si, y sélo si, [T]§ es inversible.

2.14 Sea T € L(V,W), donde V y W son algunos de los siguientes R-espacios
vectoriales: R™, R™*" R, [z]. Hallar, para cada uno de los siguientes casos, la matriz
de T con respecto a las bases candnicas de V y W, y analizando las propiedades de
dicha matriz determinar las propiedades de T

(a) T : R? — R3 es la transformacién lineal definida por T'(z) := Az, donde
1 2
A=13 4
5 6
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(b) T : R3 — R? es la transformacién lineal definida por T'(x) := Az, donde

135
A_[Q 4 6]

(c) T : R3[x] — R* es la transformacién lineal definida por

T(p) == [p(0) p(1) p(10) p(100)]" .

(d) T : Ry[x] — R?**2 es la transformacién lineal definida por

| p(0) p(1)
T) = [p'<0> p'(l)]'

2.15 Sea T € L(Ry[z],R3) la transformacién lineal definida por

1 0 1
715 =10 1 1},
1 0 1
donde B y € son las bases de Rz[z] y R?, respectivamente, definidas por
B={1+2°1+z,2+2"},

e={[t 1 ", 1o o1 1}

(a) Analizar las propiedades de T'.

(b) Hallar 7-* ([1 0 1]"),

2.16 & Sean V = {A € R2x2 . AT = A} el R-espacio vectorial de las matrices
simétricas de R?*2, y T € L(V,R3) tal que

(715 =

[
O = O
— =

0 1 1 0/’|10 O
Vy€= {[1 1 O]T, [1 0 1]T , [0 1 1]T} de R3. Hallar el conjunto solucién
de la ecuacién T(4) = [1 0 1]T

donde es la matriz de T con respecto a las bases B = { {0 O] , {O 1} , [1 O} } de

2.17 @ [ver Ejercicio 1.26] Sea T' € L(R;[z],R?) la transformacién lineal definida
por

0

115 = | -1

-2

o O =
W = =
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donde B y € son las bases de Ry[z] y R3, respectivamente, definidas por

B — {;m(x 1),z —2), 3~ 1)z - 2)},

e={2 2 ', [-2 1 2,1 -2 9"},

(a) Analizar las propiedades de T'.

(b) Hallar la matriz de T con respecto a la base candnica de Ro[z] y la base € de
R3.

(c) Hallar la matriz de T con respecto a la base B de Ry[z] y la base candnica de
R3.

(d) Hallar la matriz de T con respecto a las bases candnicas de Ry[x] y R3.

(e) Hallar la imagen por T del subespacio gen {2 +3x 4 222,54 52 + 4:102}.

2.18 Sea Ty € L(R?) la transformacién lineal definida en el Ejercicio 2.10, y
sea Ty € L(R3,Ry[z]) la transformacién lineal definida por

Ty ([a b c]T) = (a+b) + (a+c)z + (b+c)z?
(a) Hallar las matrices de T1, T y Tz_1 con respecto a las bases candnicas que
correspondan.

(b) Hallar la matriz de Ty o T;l con respecto a las mismas bases y utilizarla para
hallar una base de Nu(Ty o Ty ).

Y . . . .
2.19 "a" Sea V un K-espacio vectorial y sean Sy, Sy dos subespacios suplementarios
de V| esto es, todo vector v € V se escribe de manera tinica como v = v; + v2 con
vleSlyvzeSg.
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La proyeccion de V sobre S; en la direccion de Sy, denotada por llgs,, es la
transformacién lineal de V en V definida por

H§1S2 (’U) = 71.

Andlogamente, se define Ilg,s, por Is,s, (v) := va.

(a) Explicar por qué Ilg,s, es la tinica transformacién lineal de V en V tal que

v siv €Sy,
HS1SQ(”):{ 0 SiUES;

y comprobar que V = Im (Ils,s,) ® Nu (Ilg;s, )-
(b) Comprobar que Ilg,s, posee la propiedad de idempotencia: Hélsz =1Ig;s,-
(c) Observar que Ig;s, + Is,s, = Iv.

(d) Mostrar que Xg,s, := Iy — 2Ilg,s, es la tunica transformacién lineal de V en V
tal que

v sivesS;
28182 (U) = { —v sive S;
b

razén por la cual Xg,5, de denomina la simetria de V con respecto a S; en la
direccion de So.

(e) Explicar por qué X3 o = Iy.

\J:$4®%Z 6Z $(

oM

Proyecciones y simetrias inducidas por una particién de V en suma
directa de dos subespacios Sy y Ss.
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2.20 Sean V un R-espacio vectorial de dimensién 3, B = {v1,v2,v3} una base
de V, S; y Sy los subespacios de V definidos por

S1 = gen{v; — 2v9,v1 +v3}, Sy =gen{vy —v3}.
(a) Comprobar que V=S; & S,.

(b) Hallar las matrices con respecto a la base B de las proyecciones y simetrias
inducidas por la particion V=81 @ Ss.

2.21 , Sea A € R**3 a matriz definida por

8§ 16 11
A=15 9 6
0 16 14

(a) Comprobar que R? = nul(A) @ fil(A).

(b) Hallar las matrices con respecto a la base canénica de las proyecciones y si-
metrias inducidas por la particién R? = nul(A) @ fil(A).

2.22 & Sea T' € L(R?) la transformacién lineal definida por

T 1 1 —1 X1
Tz | = -1 1 1] |22
T3 1 3 —1 T3

Hallar la matriz con respecto a la base canénica de la proyeccién de R? sobre Im(7T')
en la direccién de Nu(T).

2.23 Verificar las siguientes afirmaciones.

(a) Si T € L(V) es tal que T? = T, entonces T es la proyeccién de V sobre Im(T')
en la direcciéon de Nu(T).

(b) Si T € L(V) es tal que T? = T, entonces S = Iy — 27T es tal que S? = Iy.

(c) Si S € L(V) es tal que S% = Iy, entonces T = % (Iy — S) es tal que T? = T.

1
2

(d) Si S € L(V) es tal que S? = Iy, entonces S es la simetria de V con respecto a
Nu (1(Iy — 9)) en la direccién de Im (1 (Iy — 9)).

(e) Si S € L(V) es tal que S? = Iy, entonces V = Nu(S — Iy) & Nu(S + Iy).

2.24 Sean T, S € L£(R?) las transformaciones lineales definidas por
I 1/2 0 —1/2 T X1 0 0 1 X1
T ) = 0 0 0 To y S i) =10 =1 0 xro
I3 71/2 0 1/2 XT3 T3 1 0 0 I3
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(a) Comprobar que T es una proyeccién y hallar una base B de R? tal que
1 0 0
[T)2 =10 0 0
0 0 O

(b) Comprobar que S es una simetria y hallar una base B de R? tal que

1 0 O
0 -1 0
0 0 -1

)3 =

2.25 Sea O(2,R) := {Ry, Sp : 0 € R} C L(R?) el conjunto de todas las transforma-
ciones lineales de R? en R? definidas por

(1% = cosf —senf| |z,

O\ lza|) ™ |sen6 cosO | |zal’
g T __|cosf  senf T

O\ lzo| ) = |senf —cosf]| |xo|"

(a) Hallar y graficar la imagen de la base canénica de R? por R, /3y explicar el
significado geométrico de la acciéon de R /3 sobre los vectores de R2.

(b) Hallar y graficar la imagen de la base
V3/2] [-1/2
1/2 |7 [V3/2
por Sy /3y explicar el significado geométrico de la accién de Sy /3 sobre los vectores
de R2.

(c) Hallar y graficar la imagen de la base canénica de R? por Ry y explicar el
significado geométrico de la accién de Ry sobre los vectores de R2.

{[etra]  [Foemiin?| |

es una base de R? y hallar su imagen por Sp.

(d) Comprobar que

(e) ;Cual es el signficado geométrico de la accién de Sy sobre los vectores de R??

(f) Dados a, 8 € R, hallar las matrices respecto a la base candnica de las siguientes
transformaciones lineales, y en cada caso explicar su significado geométrico:

RaORg; Sa055, SaORB, RQOSQ.

(g) Concluir que el conjunto O(2,R) es cerrado por composiciones.

(h) Observar que Ry = Ige.
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(i) Comprobar que Ry y Sp son isomorfismos y hallar R, y S, .

2.26 Observar que la transformacién lineal R : R3 — R? definida por
R([l 0 0]T> = [COSH sen 6 O]T,
R([0 1 0]"):=[-send cost 0],
R(fo o ") :=[0 0 1),
es la rotacion de angulo 0 en sentido antihorario del plano xy alrededor del eje z.

(a) Hallar y graficar la imagen de los siguientes vectores por la rotacién de dngulo
/4 en sentido antihorario del plano zy alrededor del eje z:

v=[ 00 =0 10" = 0 1 .

(b) Hallar la matriz respecto de la base candnica de la rotacién de dngulo 6 en
sentido antihorario del plano yz alrededor del eje x.

(c) Hallar la matriz respecto de la base candnica de la rotacién de dngulo 6 en
sentido antihorario zz alrededor del eje y.

2.27 Sea D : C*(R,C) — C*(R,C) el operador de derivacién

a) Sea A € C. Verificar que para todo k € N vale que
(a)

(D =AD" [f(@)er] = fB) (@)er”
para toda f € C*(R,C).

(b) Comprobar que Nu (D — AI) = gen {e*"}.

(c) Para cada k € N verificar que si

Nu (D =An") = {p()e* : p € o o]},
entonces

Nu ((D - )\I)kﬂ) = {p(x)e’” 1 p € Cyla]}.

5. escribir la ecuacidn (D =AD" [y] =0 en la forma (D — XI)* [z] = 0, donde
z=(D— X))yl

(d) Utilizar los incisos (b) y (c) junto al principio de induccién para demostrar que
para todo k € N, el conjunto {z’¢** :i € [0: k — 1]} es una base Nu ((D - )\I)k).

(e) Sea g € C*°(R,C). Comprobar que la ecuacién
(D =AD" [g] =g,

admite una solucién particular de la forma y, = f(z)e*?, donde f*)(z) = g(x)e*.
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2.28 Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:
(@) y' —y =0,

(b) y' —y = e,

(c) ¥ —y = e,

(d) ¥ —y = (3+ 5x)e*,

(e) ¥ =2y +y = (3+5x)e’,

(f) (D —1)3[y] = (3 + 5x)e?".

2.29 %" Sea V un K-espacio vectorial y sean L y A dos transformaciones lineales
de V en V que satisfacen las siguientes propiedades

(i) LoA=AoL,
(ii) Nu(A o L) es de dimensién finita.

Verificar que
(a) Nu(L) + Nu(A) € Nu(Ao L);

(b) siw € Nu(A)NIm(L), entonces toda solucién de la ecuacién L(v) = w pertenece
aNu(4doL);

(c) siw € Nu(A)NIm(L) y si S es un subespacio de Nu(Ao L) tal que Nu(L)®S =
Nu(A o L), entonces existe un tnico v € S tal que L(v) = w;

@: repasar la demostracion del teorema de la dimension para las transformacio-
nes lineales definidas en dominios de dimension finita.

(d) si ademds Nu(L) N Nu(A4) = {0}, entonces

» para cada w € Nu(A) NIm(L) existe un dnico v € Nu(A) tal que L(v) = w,
= Nu(4o L) =Nu(A) & Nu(L).

2.30 Se considera el operador diferencial L : C*°(R) — C*°(R) definido por
L:= (D —2)(D—4)(D + 3)?,

y la ecuacién diferencial L[y] = p, donde p(x) = 5z3e~3%.

(a) Hallar una base B, de Nu(L).

(b) Comprobar que el operador A = (D + 3I)* es un aniquilador de p: A[p] = 0.

(c) Hallar una base B 4y, de Nu(A o L) que contenga a la base By,.
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(d) Comprobar que existe una solucién particular y, de la ecuacién L[y] = p per-
teneciente al subespacio gen(Bay, \ Br).

(e) Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial L[y] = p.

2.31 Para cada w € {1,7/4,2}, hallar y graficar la solucién del problema
y" + 4y = cos(wt)

con las condiciones iniciales y(0) = 1/2, y'(0) = 0.

2.32 W [ver Ejercicio 1.17 y Ejercicio 1.18] Se considera la ecuacién diferencial

general
d’*x dx
1 m—s- +b— + kx =0,
(1) dt? dt
donde m, b y k son constantes positivas. Esta ecuacion representa la dindmica de

un sistema masa-resorte-amortiguador como el que se muestra en la figura

Sistema masa-resorte-amortiguador: m es la masa del objeto, k es
la constante elastica del resorte y b es el coeficiente de roce viscoso
del amortiguador.

(a) Mostrar que las raices del polinomio caracteristico de la ecuacién (1) son
b b \> Kk
A=——= — ] ——.
2m 2m m

(b) En cada uno de los siguientes casos, hallar la solucién general z, de la ecuacién

b k

(1) en términos de las constantes b, m y  := ‘(%)2 -

y explicar por qué

tl}Iﬁloo xp(t) = 0.

1. Sobreamortiguado: (%)2 > %
2. Criticamente amortiguado: (%)2 = %

3. Subamortiguado: (%)2 < %
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(c) Para cada b € {15,20,25,30} hallar y graficar la solucién de la ecuacién
diferencial 42" + bz’ + 252 = 0 sujeta a las condiciones iniciales x(0) = 1/2, 2'(0) =
0.

2.33 En cada uno de los siguientes casos construir una ecuacion diferencial
Y™+ a1y o+ ary + agy =0,

con agp,day,...,an—1 € R, del menor orden posible que tenga como soluciones a las
funciones indicadas.

(a) y1 = €', yo = €

(b) 1 = te'
(©) 1 = %
(d) y; = te** sen(t);

(e) y1 =t, y2 = cos(3t), y3 = et

2.34 Sea L : C*°(R) — C*(R) el operador diferencial
Lly) = y™ + an_1y™ Y + -+ a1y’ + agy,

de orden minimo tal que la ecuacién diferencial L[y] = 0 tiene como soluciones a
las funciones y; = t, y2 = e~ 2 y3 = cos(3t).

(a) Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial homogénea L[y] = 0.
(b) Hallar una solucién particular de la ecuacién diferencial L[y| = te'.
(c) Hallar una solucién particular de la ecuacién diferencial L[y] = t¢.

(d) Hallar la solucién general de la ecuacién diferencial Lly] = ¢ (5 + 8e?).

(e) Resolver el problema L[y] = 0 con las condiciones iniciales 3(")(0) = ¢; para
todoi € [0:n—1].

(f) ,Cémo deben ser las condiciones iniciales, (y((0) :i € [0: n — 1]) para que la
solucién del problema L[y] = 0 satisfaga que th’m y(t) =07
— 00




